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Anilisty 1] - Trabwgo Practico Mo |

Trabajo ?;Amw!ﬂm !

Niimeros Complejos
_ j2 21 2
- Comprobar ue e T

. Efectuar lis operaciones indicados:

@ 4Bt raed) B G 0-E- gyt d+in) @i A
| 544 < (5-i2)

@) {i%) (1) (hy (1-1)? {1} [=22)'

3 Determingr ¢l médulo de cady un de las sigientes pxpresiones

W il +-'
(a) 2+ iV (b) “Ez{ﬁj :

. Hallar una representacién trigonomeétrica de o8 siguientes wHmeros complejos

W2-2 M@ () -VE+is @ =VI-2
v ealeular ol argumento principal de cada uno de ellos.

. Exprosnr wn forma bindmica {a + i) los siguientes niunetes eomplejos:

2 e 2 g b ;
{a) 2cis(3) (1) QC;!I(J;%W} lel ——'—1 oy, f {el) (v + 1)
BOAGIGY cinl i) = cos(if)+ iseni )
. Verifioar que (=0 em() + wenl G0 o
(R — By
- Siendoiun =L 4 4ty = § ¥ oty = =1 =1, ealenlar Arglw,), Arglny, - wy) ¥

Arglwy/wy) pura i, g = 1,2.3.

. Probar que ¥ =, w £ € valo qu

(n) Re(kz) = kRelz), keR
b)) Im(z—w) = <Tm(w- z)
e} Imiz)= Relz)

(d) Refiz)= —lm(z)

(€) Relz - w) = Re(z m)
N 0 = ¥

(g) iz = 3

(h) 2 B+T w=2Rez T 2Re(® w
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Andlisis 11T - Trabajo Priction Nro 2

Trabajo Prictice Nro. 2

plejas. Funciones Holomorfas.

F‘Lﬂ]CiOI’IES Com T
4 sride

= Ones (x,¥} 30, Uy

1. Expresar cada una de las siguenies funciones en la forma U !

3 S

wy v son funciones reales

i {h}J{]_"}a—Qrz
(a) f(2) 3‘ “

() flz) =20z~ (@) fl2) =231

9. Describir el dominio de 188 funciones: : :
| y —_ (e Z) =
(8) flz) == +i22 W) f@ =31y ) fC |
z AL i
(@) £(2)= = (@) £&) = 1=
3. Hallar, si existen, los giguienges limites: -
-z+.5 i
(a) lim, l'u — b2 (b) hm (c) lim —-—-—'_E_
“"‘ z.
() lim ; (e) 1111}]—:— () le( )
:A-U.M . = =0 2 32+1 _‘+31“ +I
(&) fm 2ty (h) lim =2 (i) X __.—-—-—-—'G,_, =

Es

i z—i

4. Sean P(z) y Qlz) pulmoulic:a complejos de grado . y 17 respectivamente.

n, =1 Y T =< TTL

tudiar el hm {' ) para n.>7
5, Analizar la continuidad de las funciones:

(z+1)PF +1

= 51270
flz)= # en el origen.
i siz=0
23
st |21
f2) = % en los puntos 1, =1, 1y —&
1 si |zl=1

6. Pm‘ma.r_ que la funcién f(z) =Arg(z) es discontinua en todo punto del eje real
1o positivo,

7, Sean las funciones definidas para todo z#0:

Re:z % 3
(a) flz) =— (b) flz) = = () fiz) = zheg (d) flz) = :Ciﬁ(Ti-]

% ¥ Iz| || |2

S e AV Sy A "
;,Cuiiles pueden ser definidas en z=0 de modo que sean continuas 1 ese punta?
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10. Determinar los puntos en los cuales las

i o Nro. 2
Andilsis 11T - Trabajo Prictico Nro

' e 8t
, - o ablerto D, i
8. Sabiendo que la funcidn f{z) es continua o un conjunta

puede decir sobre la continuidad de [f{z)} fz). 2y ﬂzl'

EAICS <0 (z) ¥ iz}
dad de las funciones i
AL . que 2o es un punto de discontimii } i 04
9. :’\l:-gz';nr -]i ;eqmnbién es punto de digcontinuidad de |as funciones 1 =
flz)
_.I":z] g{..‘-) i
. ay en

funciones dadas tienen derivad

esos puntos caleularlas:

. o B
(&) flz) = r'J—:_,f / (h) flz) = (z—iy)e it )
f)f[‘l=—-4-r°.r_; (d) flz)=1mz ¥
(e) f(=z ]=ZJRB“ +zlmz (f) fla) ={ (Re z)?
(&) (2) = 8iz + = &=l
(i) Sz 1— i—mﬁ {]]f[z)-——.l+ & 58
Ll W 16 =35 @02
11. Sea f(z)=|z[?. Verificar que las condiciones de Cauchy Riemann se cumplen

o 2 # 07
s6lo si z=10, ;Qué se puede decir acerca de las existencia de fl(z) 8 2z %L/

1 Existe f1(0)7
12. Demostrar que la funcién
o
(_“?7 sl 20
7iEy=q el
0 siz=0

no es derivable en =0 pero que las condiciones de Cauchy Riemann se verifican
en ese punto.

Este ejemplo muestra que las condiciones de Cauchy Riemann no son suficientes
para asegurar la derivabilidad, o

13.

<

l\allostra: que f(z) = |z| no es derivable en ningin punto. Confrontar con la
diferenciabilidad de \/z% + 4 como funcién de B2, Z

14. : : L2 :
(a) Probar que si J(@)=ulz,y)+iv(z,y) es derivable en (z,%/) entonces

{detDf(z, y)| = -f[“ g ]='Ifr("i)52

o

b) Sean f 3
(b) Sean f(z) = 28, 21 =1y 2= i. Probar que no existe un punto z sobre el
segmento dc Tecta.que une a 2, y z tal que f(z) — f(z,) = f* (za)(22—21)-

Este L!E‘T’llpl(j L ShT ue ten T 1CI0NES rea-
111
a q el rema del valor me (1!0 para fur bl ¥

les 1
5 10 se extiende a las funciones complejas.

65 10 s¢ extiende a las funciones complejas.
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Trabajo Préctioo Nro 2
. = T ign. Probar que S J
v

\ax funiciones del ejerciclo

Anillisin 111

15, Sea fl2) = ulz. y)+ivlz.y) derivable en
contimia en zy entonees w y v som C'en (fe, o)

es

@ =Ko,y
%P &I’.[\Eg.‘]* fad % /dde A .
o (R)n lialvn jo) i Vo) | A ddp B
-4 b j ] g 1 3 olomorfas
LR "'._(41 oy, da) v g (e acvialdan CR e 0. Decir en qué puntos del plano complejo san holo
niy & ) Heaaiie ry"';} Y 1 1 10, jAlguna es entera
¢ . Sorah
17. Determinar para qué valores de a R, fl3) = (o 4 2y) + (=22 )
una funcidn enters, }
18, Hallar la funcién holomorfa que satisface las siguientes ”’“"‘?“innmz =
(2) =32 +4z-3 05 Ref/"(z)] = a2 —dy— 3y 3};
\B) F(1+i)=0
i

@ (14 0)=—3i
funciones f(z) continuas en C fales que flz)=Jiz)-
ales que flz Y= Jlz).

'j..u"i ih ,Jr );: _{4&1“{ .J'f )
1 ¥ \4 " 1 -
l-_i‘\ “&{2\3) a""'{."{xj ..wa(_xy):\/ly[\g"ljj
MF Lsi“}) 1(&3’) )q/ ‘f'(’hg"‘_vly‘*{ha’)
i 19. (a) Hallar todas las
(b) Hallar todas las funciones f(z) holomerfas en C ¢
‘/d@" ! (¢) iEs cierto quesi f(z) es holomorfa en C entonces g(z)= () es holomorfa 2
e ) ; on ©7
T 1 hol i IICt,Llclwff —1‘1?,N‘-’
A Lc ) ,'.:.\nqu J holomorfa en al q msd-l“ Voo o ‘mL;
20 I)u wer um\l\nr kn.u-, 'éfﬁm(;hma a[un‘l{ iones Mm verdaderas y justificar:
(a) Si () es holomorfa en C y Ref(z)=Imf(z) en C, entonces FOy£FQ). T .
C.

(b) Si [ esholomorfaen C ysi |f(2)+1|=1¥z€C. entonces fes constante en

4 e 5
Pob Lol / | (=B i
gt : : o
-gft-ﬁr&§:% ted) PKW _
Wi A T AR g
7> : clg | Was'cO
| .FUM. el 21. Un eonjunto abierto y conexo de C se denomina dominio o recinto
i o .
Jre (a) Indicar cudles de los siguientes conjuntos son dominios de C:
(i) 1'312{26(‘.:!\1'[;(2}#[}\ (i1) A={zecC: Iml2 },—U‘;
(i) A= {z € C: Re(z)Im(z) > 0} (iv) A= [z e T:0< |Re(z)| <1}
(vi) A={zeC:|z—2|>4}

A (G 9,
r (W A={zeC:0<|z| <1}
N2t i) A={zeC:lzl <1y |2| > 2}
i (b) Dar un ejemplo de una funcién no constante y holomorfa en un conjunto
D con f( J:-E:QNZP:L‘:\‘D o A TR0 Do € &(‘h !‘hm?#{f
-y b - | A -
22. Sea D un dominio del plano complejo. A AL L ST
() Probar que si f(z) vy f ) son holomerfas en D entonces | es constante en

-t o | ) 1 D
b : v
(b) [I’;obar que dos funciones holomorfas en D que coinciden en un punto de
¥ tienen igual parte real, son iguales en todo D. T
23. Probar a fz) = ulr
X que para fz) = ulr ) +iv(r, #) en coordenadas 1)01 ares, las ecnaciones
de Cauchy Riemann son:
Ty =g T = —1Ug WL R, L/
r 1] = s . - z
S o2l J
1€ e,

f“"*t,{r e

5 ;@bL_CX{_fQL_L__.M i
y sl f es derivable en zo="rpleos by 4+ 1 8enfly), entonees
f'{z0) = (cos 0y —1 sen Ba) (w, 4 iv,)
Aphhaea (&
:
!

EEEEEAERRN NN |
?_f:i_:'i%’@:i“.;a:.*:' 99 0 A =, A
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a:‘_ | i
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MARCONI LH, ETSI |

oot offective high capacity microwave transmission over long distances ! @.' F {5 ] i

s 9] — -

At N = - Y?' + Z..x-f (

2 iz
M= X y R Dt J é_
The Marcon| LH (Long Haul) microwave system 3 o SRy BT 3 :
offers rapid roll-out of high transmission capacity c O Anamf e Lo Acok
with SDH compatibility and integrated network | ———
management. Based on long axperience in Trunk [Gep ,a},ja\_,tn‘d”‘%r a0,
Radio, this modern long-haul radio system is & 2
more cost efficient solution than fiber in many RS
applications such as fast modification of network e r =C1T€
topologies, and the rapid roll-out of hackbone w=C f
and feeder networks.

cartesana? 3

High integration, lowest cost of ownership e F 2 o N+
Marconi LH can also be used as a redundancy to - e 2 a2

fiber or when long hop-lengths are needed under = o .

difficult cnnd]tiungs."l":e m:?dern. scalable and Q 3 | V= 2@ i y € ')R
highly integrated design provides lowest cost of

awnarship in all parts of the products Jife cyele:
deployment, expansion and operation

f 2
1)~ (L) vig)] =@ - L nay)
Key features/benefits ;
« STM-1 transmission, upgradeable S a# @) g = v
to transparent STM-4 —-——‘2
« Aapid roll-out a_
= Frequericies from 3.61013 GHz
- Optimum spectrum efficiency through 64
MLOAM, 128 MLOAM and XPIC (Cross
Paolarization Interference Canceller)
« Full software download capability
« Outstanding compact bullding practice and
low power consumption i
» Highly robust system architecture providing
high MTEF (Mean Time Between Failure)
« Multiple protection schemes
« The modern desian provides |owest cost
of ownership
= Plug and Play for Spare Part Hand!ing

i = ,]z

o e
T o

Greater frequency pand utilization i
Up to ten AF channels can be used, depen ;1?
on the frequency patiern. Using XPIC. each Y 3 L)

channel can be used on two pclarizaﬁr.?ns, thus 33__-1 AOMS o e
doubling the fransmission capacity, This means [ A ‘ ;
that up to twenty STM-1 of five STM-4 gignais g ) L2 - ;
can be transmitted via a single antenna. =y -\ 5 i,) ‘r"_ A o :
- o e el e B O -
V= 2xl, 1 X=V Farmoliag 3
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31. Probar que:
(a) sen®(3) +eost(z) =1 i J

(b) |sh 2 = sh?(z) + sen*(w) . 4
(¢) |chzlt=sh*(z) 4 cost(y)=ch’ (x)—sen @) Tiado €% i
; : 2
entes lfmites en el plano compleio smplia 3}:‘

32, Determinar st existen os sigul ; : (
(a) lim expz () lim —2) (c) 1:1510 expl=1zltl 0
- iy e en (ue Son con-

33, (a) Para las funciones del ejercicio 50, determinar 108 P!
{inuas, derivables y/o holomor{as.

)Cnl 3 » = 2, siendo: =)
4 tiim}ltu;)fguznz) «ﬂzo=ﬁ,"4 (i) f(z) = exp(2chz) 2 =1
BIEE  Gelgeesal ms 71 +1)
(i) fl=) = T 2

347 Estudiar continuidad ¥ holomortia de:

1
@ia=tw /| OIO=GEE | —3
41

—_—

L e N e e
LB = (W= =L+ 8-

+ () f(2) = ) cosl2zy) + sen(2ew) Yy Ton®
By A T
(£) f(2) = sen( 2 +y2)0h( ;2-{_-“3‘] goos IE"’?J;S gﬂ wl%\‘*“‘f‘%
e e

35) Hallar todos los valores de log(L - i) yde (111
() = e\ el ()

\\'\ 36. Comprobar que: (.%p \’
= —m\zA -tonp B2 I
(a) logz; + logza = log(z122) o {"h\\ Long /{

_A—1
(b) logzy,—logz = lngf;l pero  Log(-1—1)— Logi # Lug{———i——-} »
‘ = ! F {
(0) zozb = 2o+t L-kn\) ~\s‘r\\.\~¢\fl\r\8 A \.1
22 ‘“L‘E&\C ) -—~U’f\\.4h-¢'| = L\f‘-s Qj
bt =l .
e RN \!;‘:-\.*NF(-L—J.\

.

() logz® = alogz pero Logi® # 3Logi

B
37\ Para cada una de las siguientes fanciones, describir o} mayor domimo posible

de holonorfta y calenlar su valor en z =@
effe dw

() f(z) =Log(2z+i)  (b) ﬂﬂ:bog(z(?,l—ﬂ) o S

y uniformizar las siguientes funciones:

(c) logllz— 2iy(z4 31))

38] Determinar los puntos de ramificacion
@ =140t ) (- -1
==y

i L

e T e
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Andtists 111 - Traba)® Prici e Nro. 2

Funciones Elementales ¥ Mu]tiformes

94 Para las siguientes funeiones

1 ; - = Al N () flz) =12

G) flz)=n=+b iy flzy== i) fl=1=2 (iv) fL2) )
(&) Indicar dominio, Imagen ¥ puntos de f-(:nt'u1u1:‘.a-‘_{. . Ve 1 -
(b) Hallar la relacion inversa indicando st €5 anivaluada © n'mhl\'uhudn. = ==
. “Wie

95, Eseribir 1as signientes EXpresiones en forma hinomial: i,

144 B A gt |
B 4 o £es L N Fi ﬂﬁ?ﬂ i?l
\ -
(cl) gen{d— 12) (e) cos(e’™) (f) ted) LY R
T % P Ay Ny Wiy £ ) e g
e (g) shl 1’__'1'r (h) Log(1—1) A M e I"’"/ (sl &l walor principall

’

96, Verificar que: _ (7
{d) exp(z] =expl=

(a) exp(0)=1 (b) explif) =" '/({"; explz+ )= —exp(Z]

97, Demostrar que:
veZ v

(b) cos(iz)= cosliz) para todos los valores de Z. v’

A\ —
(a) exp(uf)aéexp[r.:], A MEenos que = k.

e
(c) sen(iz) #sen(iz), 8 menos que 2= ki, ke o X

98, Resolver las siguientes peuaciones:

(a) expz= v (b)cosz=0 W/ (c) cosZ =)
~ (d) sen z=0 _ (e)senz—4a —p (lal€h) (f) chz :3_;
—(g) shz=2i (h) Log z=1% (i) sh(2z— 1=

— () (expz— 1)* =1 (k) cos(Z) 1=0 — (1) (Logz)? + Logz=—1
t‘?.g. Para las siguientes funciones: A O
li;i) flz)=expz '/{'11'1_ flz)=senz (i) f(z)=cos 2 {iv) flz)=shz z eliecds

() flz)=chz i) flz)= Arg z Sl Jiz)= Log z

(a) Obtener Re(f) y Im(f}.

(b) Indicar dominio e IMAgEN. Hallar sus ceros. st ndiar periodicidad

a0, (s TR e e . Rl
(a) Demostrar que flz) =expliz) st acotada en el serniplano Superior les

decir, probar que 3 M> o/ f(z)<d 1. % z: tm(z) >0} 1 Qué puede afirmar
al respecto de f(z)= expl—iz) 7 ¥

(b) lll\fest}gl}r si senz y cosz estdn, 0 Mo, acotadas en el gemiplano superior ¥ {
en ol mferior. V4 %
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: Anglisis TTT - Trabajo Priztico Nra. 2

30.\ (a) Sea F(z) una rama del logaritmo cuyo corte es la sc.mirrccmr ) e 1
\ {z € C: Re(#) =0.Imz 2 0} y F(-1) = =1 Hallar: F(1), Fl-t€),
Fl—e 4 e}, F(—vE4 1) 5 Fe*). ;
(b) Sea G(z)=1+ 2}. S considera la determinacién de 1a 24 definida para
=iy con y=0 cuyo valor en 1 es 1. Calcular Gl(=1) vy G(=i)- ; n
(c) Sea H{z)=2+log{z—8). Si se considera la determinacién del logz ﬂeﬁ&ngl& L £
en C—{z=1iy , y=0}, cuyo valor en z=1 es 0, calcular el valor de H(5), i 3
H(2) y H{3—1). 4

40} (a) Determinar una rama de 2t tal que restringida a los reales positivos coin-
cida con la rafz cuadrada y (—1)% = i. ;Es finica?
(b} La funcidn f :R — R, f(z)= ¥/T es continua en su dominio con_valcma:
YT=——1y YI=1. ;Cémo se relaciona esta funcion con la multivaluada
raiz elibica compleja?

41\ Sean: (a) w=arcsenz (b) w=arccosz (c) w=argshz (d) w=argeh z, las
relaciones inversas de las funciones sen z, cosz, sh2 y cosz respectivamente. Bix-
plicar por qué son multivaluadas y obtener la expresion de cada una de ellas en
forma logaritmica, =3 LA

Transformaciones del Plano Complejo
w3 | / ol {0 [N | L Amres E':k*l
) i 42} LEn qué se transforman las rectas z=cte e y=cte bajo la aplicacion

143z
flz)= e

{1 0 L

5 L N B A G B

e 1 53 O T

Al
|

|

pot | l

43\‘)Tm“5f°““m la region D del plano complejo mediante las funciones indicadas:

St

() D={2€C:|z-3|<1, Rez>3, Imz<0} o)

(b} D‘—‘-{ZEC:DdArgzq%} j(;}:—j—

F=1

() D={zeC:Rez>0, Im = >0}

5 |

(d]D={ZEC11:—2||€2 ‘\13—1\‘>1.Rﬂz{1,lmz>n} I(:j___}_ 14
Z
1

(e) D={zeC:|zl<1, Im z >0

flz)=1+

44 Encuntr trans! 5 ntos
5 ar | A 1 i
A transfon Tacion hl}ﬂlﬂﬁl t‘.h(.'.il que transforman los puntos:

) . S
({b)) 1. 0 I enlos puntos 1, i, —1 respectivaments, - ney \Au Eho:-\ |
=4 % 1+ enlos puntos i, oo, 1 respectivament. o AQA Cﬂ-@ﬂlcﬁ‘eﬁﬂ. {

y 21 T e {c) -1, o0, i en g
e O T o | los puntos 0, oo, | respectivamente, :

x

e
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Andlisis I11 - Trabajo Priotico Nio. 3 L

Trabajo Préctico Nro. 3

Integrales Complejas
1. Caloular los siguientes integrales:

1 /4 ;
(a) [ (1 +i%)dt () [ te=Pdt
Pt
(©) [ (sen2t +ico2t)dt  (d) [ Log(1 +itydt
/ /
2. Caleular las signientes integrales de linea:

(@) f Re(2) dz a 1o largo de las siguientes trayectorias:
a

i
o] > 1
(b) f = dz. C: semicircunf. superior de |z/=1 desde 2, =1 hasta z=1
c

© f (l2l+3) dz  C: segmento del je real que une z=—1 ¥ 22=2.

e
d (T
(d) ["”’- fdz ¢ borde del cuadrado de vértices 2, =0, 29=1, 23=1-1
a

¥ 21=1, recorrido en sentido positivo,
o, I
3. Mostrar que para mnez, f B - g { 0 sim#n

8 sl ¥ obtener ol

0
'Wiibl"_.de] . ; .
| "3 dz siendo  |a cireunferencia centracn ey el origen, de radio r,

W
‘Tecorrida en sentide ‘antihorario.

4. Sea | vt v
& cireunfevencia, ¢ - 2=a=roe donde 1y > () Yy U <0< 27, recorrida en
in

sentido positivy, Demostrar que f J(2) dz = iny f Sla+ree?) e gg .
c 0

s, T
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Andlists 11T - Trabijo Priéetico Nro. 3

L
-
-
i’
1!

gimple orientada inctuida

5. Sea [ : A— €, f = t-+tv continua en A y 7y uns Curva
pespectivamente. e u -

x_tk o :‘-‘LJJJL - en A. Demostrar que Re([ f(z)dz) ¥ Im ([ f(z}dz) dan
i, —u) & través de 7.

i
{7
ﬁ!‘

s 3
circulacion & lo largo de 5 ¥ ¢ flujo del campo vectorial (
ametrizada como:

6. Calenlar In longitud del arco del cicloide, curva cerrada par .
v S DAl

2(t) = alt —sent) +ai(l — cost), (0=t <2x) con a un real positivo.

!:r:) Sin calcular la integral, obtener las siguientes acotaciones:

(2) f —i; d.:\ <43 € segmento que ume los puntes =1y 2= 1.
a2 |
3 ] 8 : . 2 ; ¢ e
(b) =t dzl@ 37 € circunferencia, |21 = = recorrida en sentido POSHAVO.
o

(e) \j ﬁ—l rlz\g% ¢ circunferencia |z|=2, en el primer cuadrante.
&

@ Sea 4 la semicireunferencia superior de |zj= R. Probar que:

. g i Logz
g [rade=0 ®) jm | =5 de=0
. ¥,

i : —2 i
9. Evaluar (i) f ZT dz v (ii) f |z|Y2expli Argz) dz donde € es la semicireun-
o] =& a W o

{erencia z = 2% O<f<n. i \
-

t 1 SR dz LY
10. Caleular la integral j = CON 4 Un CONtorno que encierra & zo=c. recorrido
g

=
una vez en sentido antihorario. Analizar en qué varia el resultado s se recorre
7 n-veces, neN. jContradice la independencia de la parametrizacion?

h _(23"‘3"_“.““ a los conjuntos conexos del ejercicio 21 (a) del Trabajo Practico Nro.
en simplemente o multiplemente conexos. .

12 /Denotamos H(D) = {f : D —=Ch
: D — € holomorfas en €}, Declr qué condiciones debe
/ cumplic un conjunto D de C para que: S Rse R

a) si f e Ay
(a) st feH(D), entonces cualquicra sea ¢} contorno cerrado U C D, reslta

F(z) dz =0, (confrontar con el ejercicio 3) Vi D

(b) si f es contimua en D,y para todo contorno cerrado T'C 1, [ flzyidz=0

entonees feH(D), D ode f (BN :
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Prietico Nea, 3
' 1 4 Anidlisis TIT - Trabajo (Wzat Fé?*"j(.é?,
4 e o ‘*\ ‘4{1- : rq'
SEAN y % R

rewy revamIpin.

2% m;‘i}mgtp -

| Ci S
[bjm P»U-t- ” i
-n \J*PJ ; 3‘
L : \
% “L"u\?.ﬂt - '——-
‘I- . e T Y
ey s ol fk ;#% m 3 s
1 ] WLl Hn, ! IU‘”'&D () Mostrar: ' -Q-l.'h-l
} h i f senz oo _ senz oo ARE lor)
) - senz L 2_
s 29 R | !__ bt 21 A Z 1 Ja1l=1/2 IRELC.‘J
[ ; } i ! o ( eece
(¢) Analizar bajo qué condiciones f flzydz= f f(z) dz siendo e - 3“
2 q- 't ,
. indi | gréfico: i
f{z)=myclyc'gmmnscmd1menegr : + .
ayb 0s puaaddSn pactened,
) & B3 (Ca) 0 RECe)
e C,
o Re(2)
222 —4
18. Aplicando la férmula integral de Canchy, integrar la funcidn f(z) = = ‘
1o largo del cireulo de radio 1 y recorrido una vez en sentido antihorario, con
centro en:
@z=i  Be=3 (0 z=—i

19. Caleular las siguientes integrales:

(a) j 2244 &z [h)f (c05(12)+ﬁ)dz (©) f Log(z+2) o

(a1 (22+4)
l2l=1 |2laed

=4

d :
20. Calenlar todos los posibles valores de la integral f Tz‘-} para diferentos

I
contornos cerrados I' que to pasen por 0,1y =1,




» axrl Palper

A
T )
¢ relSvorga S S9Nl _
Anllinin ITT - Trabmjo Prdotios Nro. 3 /_3 { S 20 (e P4 o = TET TR

F\s A (=) d=, A flos
1% {a) Explicar bajo qué condiciones es valido f flz)dz = ffl. ) dz, pe

[
" : v ~lby=Alb) /--
curvas & : la;b] — €, A leb] — C tales que 7(a)=A(@) f
(independencia del camino ). &
i -
{b) Analizar si es posible utilizar, y emo, el resultado del ejereicio = {hosnece é_ =
ar: s 3\
)| =dz @ semicircuni. inferior de |zl =1 desde zy=1 hasta 2= ]
{ii)j L d> - curva definida por ' + ' =1 desde zy=—1 hasta z=1.
e
1
14, Caleulur, en eada caso, la integral de linea de la funcién f & lo lnrgo de los
contornos C indicados
_._.__—l )= ~ ==
&) fO =5 C={zeC/ |zl=1}
P—— (b) f(2)=2" li) € = {z e Cf |z|=1}, _
(i) € recta gque une los puntos z= Lyz=1, :
! (iii) €: arco de cireunferencia de centro 0y radio 1 que
' une los puntes z=1y z=1, 1
| (iv) €': un contorno que une los puntos z =1y z=1
[W\fc} flz)=zsen(z?) € contorno que une los punto§ z=—im y 2=1m.
it 2L
; 15. Sea D={z € C:1<|z| <2}y la frontera de D, orientada de mado que los
puntos de D estdn a la izquierda de . Probar que f iz} dz = 0 pam:
(o) £(2) = == 2= chaz L
P (B) f(2)=ctgz
16. Caleular, si s posible, f Flz)dz siendo f(z) = 2* (valor principal) segin soa:
C
{?) C: contorno en el semiplano superior que une los puntos =1y z=—1.
¥ ': (b) C: contorno en el semiplano inferior que une los puntos z=1v z=—1
(¢) C: cunlquier contorne que wne los puntos z=1vy z=—1, h &
| 17./T8) Se e O e
7 ?:1,?:;) .P : llm‘.wm"m”s C.Cry ' como se indican en la figura gue sigue
At que si f es holomorfa en D y continua sobre Yos contarnos €, Oy y

- :
i'-a-_ ¢l valor de la integral de f sobre la frontera de D ey coro (o sen que
:n%&l) FS;.[L‘;‘ condiciones, se puede extender el teorema de Canchy n dominios
v y "y 1 b o b
md tip llll.l"l-ll-!. conexos). Dedueir la relacién entre las integrales de [ sobre
C.Ciy Gy
For A
{
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- W g(2] ot
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T Andlisis 111 - Trabalo Préctics Nie, 3% ;ﬁ v J VE FA)
e Gty P

. gl ionest =y
/J’ Z ( 21. Caleular la in:x:girajl de linea de las slgl.lumtx:‘ func R A ﬂ_} .L j 3 __2_.-8 §
J W) (=) = fz—+'_1v)_’ (i) flz) = W 3~
5 -4 -y (M@= pean>0

sobre el circulo de radio 2 y centro en: (a) =0, (b) 2= 2-+1.

] i rno cerrado
(9' 22, Mostrar que si f(z) es holomorfa en ruint(l’) donde I' es un conto

en C, Entoncesf-(-%))—,-dz=f(££=“:) dz, YagT.
T

3

- el i ale"R
23, Probar que si f(z) es holamorfa en un dominio D y si el disco cerrado |z i<
2w

! ;
estii en D, entonces f(a) = o= f fla+ Re') di.

0 :
* Este resultado puede interpretarse como un feOrema del valor medio que expresa

el valor de f en el centro de la circunferencia como un upromedio” de los valores
1 sobre la misma.

24.

Sea f(z) una funcién holomorfaen [z—al < R. Sil<r < R, demostrar gue
2

fla) = 21? f fla+ret)e ™ dt.
o

= H(U) =9 FeCall) =) exa
25./Explicar por qué si f = u+iv es holomorfa en un dominio D, existen todas las
derivadas parciales de u y de v y son continuas en D.[ Al o) \._
25« Demostrar que si f es holomorfa en |z—z| < R y continua en |z—zo| =R con
|f{z)] = M en |z—zl = R, entonces

i TCG, torvomaim.

[F (z0)] < “—h—: vne N. 3 fwnc%l:‘;d:% ’

g AQSK) WL
27. Prob Z 1 B, pOf
. Probar que si f(z) es holomorfa y 1f(z)l<1—_||—zlen B(0, 1) entonces | /(0| < 4.

Jusjaﬁcar que, a excepcion de la funcién nula, no existe funcion enters que tenga
limite 0 en oo,

8 70 1) 5 0 O e O

28

29, (a) Hallar ¢l méxi e W .
(2) il Slyr'hll?a:f]n;\g}dc Jze* + 2% v ¢l de fiz* — 22| sobre el conjunto {2z & C:

(b) Hallar el maxi : L IR O 5
i Dtmasany e sobre ol cuadrado {2 € € : 0.< Rez <,

30. Sea f holomorfa en B(0,1) tal que f(0) =0 y
) < Jzl szl <1y |

1f(z)) < Lsi|z| < 1. Probar que
(O)| £ 1. (Sugerencia: considernr @ en B(O, ).

W |6
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¥ Andlists 1] - Trabajo Préctico Nrea: 3

o= W e
@ a\; I o = & i |
. $=t j“"&oﬂ e Ao ['g) 4 31{/Mus!.ru.r que si f es una Fancion entera tal que flz) = flz+1) = fiz -+ ¥) pos

todo = complejo, eutonces f es constante,

' i1 __ ! l;gg;{ E Q—KC&( J n] ' 82, Supongamos que f(=) ¥ gl{z) son continuas en B(0,r) y holomorfas e B(0.7)
o J] J AdE (f,‘z( E‘;‘) con flz) = 0 v g(z) 0¥z € B(0,r). 81 [f(=)| = Jg(z)] en |2| =7, probar que

exdste una. constante ¢ tal que |ef =13 f(z) =¢d(z) vz € B(O.7).
Funciones Arménicas

.‘. " :- -_.._d.--‘lﬁ "'_.: _-_-e:x@(; -5 g . - v N
i § 3 | ‘} = Ah mmm = 336/Dete1rminu: s las siguientes funciones son arménices indicando ol domimo €n
| ] ; 0 N | que lo-son.

(a) w(z.y) =€ " cosy (b) ailz, 4) = € (zcosy—yseny)

(¢) vlr.y) =2 —y*+ e cosy+ T () vlz,u) =™ cos(r*—1)

(e) u(z,y) = (—;:-;—;’:]—2 () 2, y) = In(2?+37)

(g) v(z.y) = arctg )

34 /Hallar una funcién holomarfa u + i v tal que su parte real (respectivamente, su
parte imaginaria) coincida con la funcién 1w (respectivamente, ) de cada item
del ejercicio 31. Especificar su dominio de holomorfia.

35. Establecer las condiciones que deben cumpliz a, by ¢ € R paraque las siguientes
funciones sean arménicas en R*:

(&) w(z,y) = ax + by +cy (b) ulz, y) = az? + bay + eyt

210015 O O O o O
,_ﬁ;r,@%:ﬁ i /»ukx —mw |

36. Probar que si ¢z, 1) es arménica en un dominio S entonces Y = iy — iy €8

i-_——w % 1('_-&#7}__.__ - __ 1 _“q! _C‘ ’({a'{ ] C'.'R ,_EE) ;G}:b? holomorfa en § (la funcién 4 se llama ¢l gradiente conjugado de ¢}

|.—| ,_,._.._F

37/ Justificar por quési f(x.y) = u(z,y)+ iv(z, ) es holomorta, la funcién Bu? v-v*

_)_(,f LB ‘,3_ TEEF Z[) £ &2 {’(@?@ lr? ¢s arménica respecto & (z, y).

.._ief.".—!?.._. . AN
g g o] L et = b 39. (a) JEs cierto que si las funciones u(a,y) v v(z,y) son arménicas conjugadas
en un dominio D del plano entonees f(z) = w(x, y) +ivlz,y) es holomorfa
en D7
(b) Explicar por qué una funcién arménica en un dominio [ admite una con-
jugada armoénica local en D.

'3}/ (Es la suma de funciones arménicas en un dominio [ una fancion armonica en
D7 ;Qué se puede decir respecto al producto?

40, Obtener una conjugada arménica de 2% —y? 4 #7001 cos(2ry), Hallar ln curve
ortogonal a la curva definida por #? —y*+ €271 cos(2my) = 1 en (1,1).
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42,

43,

rl“if,-"EI] potencial complejo de

=

« Encontrar el potencial complejo de un

7. Determinn: si

Aniflisis 11T - Trabajo Prictico Nro, 8

lares es:
(a) Probar que la ecuacién de Laplace en coordenadss po
R e sino st = u(@).
(b) Caracterizar las funciones arménicas u = u(r). Lo mibl;mhm e
(c) Para cadaneN sea w,(r, )= rY{a, cos nfl + b.._sc:‘n 1;9}
es arménica y hallar su conjugada armdnica i, (1. @)

o—

2 41/2) cos(2 avetg(y/ ) es armonica.
(d) Comprobar que u(z, y) = (22 +1?) cos(2 avctg(y/x))

Aplicaciones sobre armdénicas conjugacdas

t i srmicn es igual a 0.1,
En un cierto medio donde la constante de conductividad lc’ I l‘f‘il:..n oi-, ;iu: Iflnllm'
las componentes del flujo de calor estin :indqs por Qy = S ,;nf-)_y (Tv lu.- finelen
la distribucion de temperatura (i, y), suponiendo que &0, 0) = 0

de flujo 9(z, ) tal que 1(0,0) = 0. Describir v graficar las lineas isotérmicas v
las lineas de flujo.

/SC& &z, y) = 20 — 6y la distribucion de temperatura estacionaria de un sdlido

=l . = 5 lens
bidimensional. ;Cual es la temperatura compleja? Deseribir lag lineas isotérmieas
¥ las lineas de flujo.

un flujo de fluido estd dado por $(2) = 1/z paranz # 0,
Hallar la velocidad compleja. Mostrar que la curva equipotencial que pasin por
(L1) es (@ —1)2 442 = 1. Obtener Iy linea de ediiente que pass por (1,1)

Graficar ambas curvas.

fluido que se musye con veloeidad cons-

ulo # con el semigje ven Positivo, Flallar
velocidad. Esbozar lag Curvas eoiipot

taute vy y cuya direccion forma un Ang

las componentes del campo (e ncinles y
las Iineas de corriente.

Explicar POr qué diz,y) = ¢ 4
no puede serlp diz,y) = i 4
CQUipotencinles ¥ lns

tr puede ser un Mujo o
iy Hallar el potencinl ol
lineas e COETie L

léctrico complejo pera
wlrostidtico, ng eurvas
neaciadas n d(x, ul

Ins siguirmtes eenaciones deserd)
1 cavo afirmntiva, ol
(1) arctg( Y _

: w0 Ins fnens do o nrlente e
fuido ides). Er

1in
TEspOne

l('l1|:|1 ol Cor “l'll.'ll' potencin !."_IIII|J|['1H:

T = rfe
: L—n .
(i) —_— = ol
T )

{od ey "
() ¢ v sen(2ey) 4 2 1P - ot

|l il A
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Anddisis 1T B - Turno nadonn

Flujo de Fluidos, E M

1 Flujo de fluidos

Muehos problemnas lmportantes en dinamis

de variahle compleja, con las siguientes STpoSicIONEs;
os decir, el modelo del Aujo v las caracter{sticas

1- El Aujo de fHuido es bidimensional,

del movimiento del fuido en nn plano, son c‘.sen(‘mlant(‘ las mismas en todo plano

paralelo. Esto permite confinar nnestra atencion no més que a un plano simple, el

eual tomanios igual al plano = (o plano (z, ). en donde las figuras construidas en este
siones transversales de scilindros infinitos” perpench-

Iva infinito no es nada m4s que Hi modelo matemdiico

efectos lejanos se preden despreciar

4 de fAnidos se resuelven mediante meétaros

plano &p interprefan como- sec
crlares al plano (o, y). Un ciline
de un rilindro fisico el cual es tan largo. que los
razunablepente

2~ El flujo es estacionario (0 nniforme),
depende solamente de In pesicion y no depende el tiempo.

4~ Las componentes de la velocidad se derivan tle un porencial, es decir, si

o sea. la velocidad del fluido en nn punte,

(= €

VT oy Ve de
s ‘: 1;urﬂ11 las componentes de la velocidad V del fuido en (z.y) en las divec-
U positivas respectivamenie, e
patencial, tal que: p ite, existe una funeidn @, que se llama la velocidad
; P
Amam L e
B Ay

(es lo mismge ir Gl
mo que deeir que (V1% es un campo de gradientes),

4~ El Bnidc 5 [
]lIIJ 5 INeEOmpresy 3
LTy, III cantidad de H:;L‘]lihlr i ’I[‘{]"T “] f E5 1R eurva '““ll[‘]" ce, [T'“i“ . wl |']“n”
i 4 (s[4 'tl[]‘l'lll(ll‘{i'!]”l l (4 "
fqueentra n (' es ] s e el
i o5 ignal n la can idad de Auida aqne sale de RS
sale ole

.+
|

iy

{ (xy -
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L es daecir,

2 N Weqe Viseos]c
e o 110 Viserso ¢ incompresible. se lama fy,

Lo friceidn interna. Un Auido
an fuido real. en el tnal 105 ofocios de yviscose

do.sdeal v e,y modelo matemitico de
ac v friccian interne son despreciables.
Consideremos el rectdngulo formado por 10 PINIOS (2, 1) v (wtAg,y+-Ay) de 1
: 1 hice . il il ¥ b
Fignra Antaridr Si Ay esir;urn preda supoper que V' es conatante v la crttidnd -de
0 g traves del segment , o T .
fimido que pasa a b il o formaes por (e u) v (a, y+Ay) es 6l Gren dal
paralelogramo que forma este segrento con ¢l vertor V. Bata dren mide V(1 u].‘_\y
(x+Axp )

Flx )

VixsAx,y)
E () ;

. IJ.( )
) (x+Ax, p) (x+Ax,))
Si Az es chicn, la cantidad de flindo que sale por el seemento
5 (=2 g=Ay) mide VE2+ Az 1) Ay, Restando nyg

perdida de flujo entre ambos lados:

(pvu--—Ar, 7 e i - 14 )

formade por (c+Ar i)
B otra, tenemos |a TﬂZ‘Illl ‘l"

gy
WY & S-lralArhy = ble )ty (1)
Audlogumente, la razén de pérdida de flujo entre log of ros dos lados es

Pz Ay~ Viap) o

(T Ay LeoE By \TWARAY = &2 )AzAy (@)
Como ¢l finjo s6lo entra y sale por estos cuatro lados, entences sumando (1) v (2)
TELEMIOS

Gl y) + Dy (i, y) = 0

&s decir, @ sasisface la eenavion de Laplace.

1.1 El Potencial Complejo

Como la veloridad potencial ® es una funcidn arménica, e int(C) es un conjunto
simplemente coexu, se dedice que debe existir 1na funcién ¥ arménica conjugada
de @, tal que la faneion

R z) =Dz, ) + ()
#5 holomorfa en €. Esta fiuncidn (. de fund
de-un finjo. se lama potencial complego, P

dfl

& TR =0Ey) + 1. (a,4) = @, (2.4) — i, (

amental importancia en la caracterizacion
i derivacidn tenemos

Toy) = VE—4 V¥

Siendo asf, la velocidad estd dada por

s [l 18 velperdad comnpleya, ¥

o veloeidad com-
=10 (2]] &= la magnatud de la veiol R,
= 'z}

1.2 Lineas y Trayectorias Equipotenciales

=1 i curevas
lonpvas de nivel de &) se llaman e
3| 3=cte) (curvas de nivel de E
yy=p 3=
0T y et oS

llaman curves de corriente, o lineas de cormente, o troyer

& =ze llama  functon velocidad potencial

T se llama  funcion de corrients . R R s e
Obs: Come @ y ¥ son arménicas conjugadas se tlene que v -

ié i 94
i i ambién (alli donde
equipotenciales y las curvas de corriente son perpendiculares tam
es conforme, es dear, (=) £ ()

La familia de curvas @{r ¢) =o (o=

t!r“r]lprrh‘!.‘r'-’l}h'.‘; La familia de enrvas Qr

1.3 Fuentes y Sumideros

En todo lo anterior supusimoes gue 1o existian punros en el plano (@ .U{; en L“;: “:ﬁ::
el Auido aparere o desaparece. Tales puntos se llaman fuentes y‘:nnm t’.méi r... P ‘0 S
ramente. En tales puntos, que son puntos singulares, la ecnacion de Lap “‘.'f o '"a
cnmple. Ninguna dificiltad surge al utilizar la teoria anterior siempre gue se “{“g

la precancion de identificar a estos puntos come singnlaridades en el dominio del po-

i - 2 At 3
tencial complejo §2(z) v observar que la ecnacidn de Laplace vale en una region gue
excluya a estos puntus singulares

2 Flujo de Calor

Consideremos un sélido bidimensional gue tiene una distribucidn de temperatura

(estacionaria) ©(z.y). Interesa la cantidad de ealor conducide por nnidad de farea en
unidad de tiempo a través de la superficie. Esta cantidad viene dad

a por el V-

F= kY% v sellama fiugo de calor
ke es la constante de condig tividad termica v depende del material del onal esta hecho
el solido
Como P es arménica (si F e «s1oexiste W conjngada anmonica, tenemos que lis
Curvas

P =cte.  se laman wsotermas o Wneas wsotérmicas,

U se laman ineas de fligo v

Q

A+ M g) se Nama temperatura compleqo.
3 Electrostatica

3.1 Ley de Coulomb

Sea r la distancia entre
entre ellas esta dada en

dos puntos con carga eléctricn 41 ¥ g Bntonces la fuerza
magnitud por T ley de Conlamb, la enal dice e

» - e
F =211
ki
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repulsion @ ATOCION. segiin gue las cargas sean de ignal tipn, o diferentes
v otra negah\m} koes uns constante dieléctrica v ‘.l!'|JI‘IIIh" del medio

| vt k=1)

yous de
(s, positi?
smhiente (o0 £
3.2 Intensidad del Campo Eléctrico. Potencial Electrosidatico
~{upnng?m1ﬂ*' que reriemos una di
it de COTES produce 1l \"alll]l?u eléctrico Si s unidad de carga positiva se coloea
o 1 punio a del plane (,y) (00 acupado por ofra carga), la fuerza que act {ia sobre
esta carga se Hama la tntensidad del campo eléctrico en a y se denota = Esta fuerza
< dediice de mn potencis] @ el cual se lama potencial electrostdtico. En simbolos

bucidn de carga (bidimensional). Esta distribu-

E=—
eptonees
flis s
E=F"+ :E"="—, - :'—é-}[—r, donde E*= _@ Bi— ae
PR o Yy

4 remidn o ocupada por la carga d, v ! NS i
En una regi P 24 ale (como consecuencia del teorema de

Ganss) que
aE= fEv¥
B Oy
Juego
A=, - (’DFU =)

es-decit, @ es armbnica” en todos los puntos no ocupados por carga. Siexiste ¥
conjugada armonicn de & entonces ln funcion i 3

iz} = Play) + Wz, y)

e holomorfa en la region no penpada por la carg
S s ga v se llama potencial comple
electrostdtico. Bl terminos de esto, tenemos ¢ P

g____i?j_’i‘_l’_z_g‘ﬁ AT AT
&y a w
v la magnitud de £ estd d:_.lda por E= 8= |-T@) = 12(=).
Lag onmvas Ol y) =0, Yl y)= 4 se llaman neas equipotenciales v lineas de flugo

regpertivamente,

Se ve entone th AR i
mn)"er'm]::-ncﬁ oy T}ﬂh.gl“ de Hujo de calor v electrostatica con flujo de Huidos es
liate vl :"“i"l"l" éotrico en probletmas electrostiticos carresponde al eampo de
sig'un' o [.);ll_:;‘ ],:1'0 :lﬂuaw s ]ﬁlu:.\ de Auidos, siendo la inica diferencia un cambio de
L a1 los potenciales complejos correspond
! orrespondientes. Por | ’ i
o e ? I or lo tanto. ¢l potencial com-
%} il . rrruetan:.lo debido A WA eaTga ¢ en nn punto :=a (en el \1](‘1'(]1] representard
ina fuente o sumidero segin sea qie g < 0 dg > 0 presen

Analisis [TT.B « Thrne monnm
=
(g=<0) gymidero en #=4 (g>0)

Fuente en

una fuente en
»=aq. En ambos

equipotensiales

slocidad constante de

gira el fluido esti brotando cotl v
clesapareciendo en sumidero
ntras que las Mnens

En la primera fi
—a. en lo segunda, el fluido esta
milestTan gruesas mie

casos las trayectoring se
estin punteadas.
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| & Encontrar dos subsucesi convergentos do cad, -

R (Lo S R i e admnoy
_'-—I_-—- 4 Sea {m}cC unn sucesidn convergente. Probar que: = =
1 (i) =) e una sucesion acotada, SR et S pe==1

x (i!] {121} 5 niia sucesion convergente. b LT e=. | ""J“l
‘.:_ En ambos casos, dar un contragjemplo de la reciproca, \ 21 | =

' i J)Fdﬁ&

COMPpArACIOn:

> 7
k=1

D' Alembert:

®>

<€\~

i \?4\".&. Lol

6. Analizar la co

5. Analizar la convergencis de las siguientes

E-J
L,
= & — - g‘f "a}“‘r ]
P Ce YIS oS J - '3- :t:, e
ceries reales utilizando el criterio de e 4
= 1 2 4 coslk) -
®) Z T+ 1)k () Z-'—"'1+2g (d) Z————“ 5L R
TVerEencia de las siguientes series reales mediante el criterio de VR e 3 |
o K 4k +1 gk .
(b)gw m% 3 (d)k%(k-nn 4L

* o= e

es series Teales mediante | criterio de
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Andlisis [TI B - Turno mafinna - Series

Series de mimeros €O

1 Definiciones ¥ p__mpieda.d‘és_ |
- ot 2 P Para ci
Consideremos una sucesion cualquiera de nitmeros complejos [;.vgn_;x_ o d‘f"d"e b
7 e B, sabemos 1o que gquiers decir 1a suma de las 7 prime mmnn 4
) o e ¥ T LO QUE
sucesion, suma que indicamos como =1 it 2O también Z e

dos los infinitos
o, A ' .. e
prefendemos ahora es contar con algcas{ mma la .“suma. -df. w+c e
terminos de dicha sucesion”, suma que m dicariamos como 2+ -

e

también E z.. Dado que 1o es posible efectnar infinitas sumas; se hace necesar
=l u = - - B -
im.-mduci!;_xma. definicion. Para esto, consideremos las siguientes Sumas

1
122

ain
B
e b

(L)

So=z1+zat T

=
“Es razonable definir z 2y de manera qué las sumas ANLETIOres se le vayan acer

cando. En tal c_aso,i";tmms pidiendo que la sucesion (Sy) . tenss limite, 10
cual no estd garantizado en todo caso. Por ejemplo, si LoMAmMOS la sucesion
2 = (—1)¥+1 la correspondiente sucesion (S}, sy 19 1o tiene ya que yne Sy =1
sin es impar y S, =0 si 0 es par.

Definicién: Sea (2),5, C €. Llamamos serie de término general 2, o I
sucesion (Sy,),,; definida por (1), El mimero S, s¢ Hama swiih parcinl n — dsima

de La serie, Decimos que la serie converge o S (o que es convergente i S) sii existe
ol lim S, v esigual a 5, vale decir,
r—5a

lim S, = lim Y #=45§ (2)
e ] LBt = kj'l

Si la sucesion de sumas parciales no converge, si dice que 1a serie diverge (0 que
es divergente).

=
Notacion: El limite (2) suele representarse como z;,,. Por abuso de no-

=1 !
tacion, también se lo utiliza para hacer referencia o \a serie, converja Gsba 0 1o

T
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2
Para especificar el cardcter convergente e =
crgente de la serie, ne -
; , NOLAINOS ze (C) 8 =
= ‘Z « (€) sicon
verge y }: ¢ (D) sidiverge.
=1

Proposicion 1. (tondicion necesariz
p o [ i6n necesaria de convergencia)

Si lserie

= =

Si la serie conve 3 Sy lar

) nverge & S, escribiendo el término
TATEFA: - general de la siguiente

2 converge entonces lim z, = ()
k—no 3

Zpe =9k —Semu= (S =S+ (5 —85))

como Jim Sy —8= lim St —8=
s A Sk-1 — § = 0, :5e concluye la tesi

Observacion: No vale la reciproca. Contraejemplo: E }-
s £
e o
Proposicién 2. Sea zy = oy + 19, con ay, A, € R. En:um't‘s-

D) Es CONSECUETICIE d 1
L ela pmpledad And
il Ll oa oy .
de serie.] NAlOZA DATH SHCeSIONEs v de la definicion

. = -3

Ejemplo: Sobre la convergencia de Z a* para
aacl
Sija| = AT £t
S; |r |I 5 1" la serie diverge va que of no tiende a cero cuand
al=<<-1;.8 i i 5 T G —
es posible caleular el valor de la n — dsuma s i m’”-
CEE wma parcial;

S — kg Lgae o el Lo
1—a
o0
¥ por lo tanto, Za"‘ e S
L= n—se | —a 4=
Proposicién 3. Si ey 3
i . ai las 5 z
5 5ErES ,\E: e ¥ Z Wy CONVErgen, entonees:
" = =
==} = ok
G = a + w
&;: k] Krai)
YY) ea=cy u (FEC)
=1 3=

J
o d 1A 85 COnsSecuencly €
1} Cada un 5 i e la P il]lL’d{td nluﬂog‘ﬂ para sue SI0nes

Andlisia IT1 G- Turngd manina - Series
4 serie de las
Lo diverge.
-,\;em'rsﬂ si

Aoyl lesi

sobre 1a CONVETEencia de |
a converge ¥ lao

ué puede decirse
wonclusion

e divergen’ Si
En cambio, no hay ¢ :
{5 poOr Sk = L& F k=

Observacion: 1Q
; g1 al menos ung de
de las sunias Fam
hasta ve

las dos seri
hien diverge,
¢ los ejemplos dac

Su
la serie
ambas divergers:

=W = l-—l'}l‘.
nos serd itil tener el cuenta el siguiente

resultado sobre

Para lo que Sigue,

series reales:

Lema, Siendo a =
S < op ¥k = K= Zh;_. (i

) si Z ap (T Zf'i‘ (C)y ax < be
k=1

k=1 k=1

NPT = R vale:

a0 =)
b)si Y lawl (C)= S a (C)
k=1 k=1
D)
o) Es consecuenci
b) Es consecuencia de a

a del eriterio de comparacion die sueesiones.

) usando que — okl < 0k < lag) - B

Contraejemplo:

Observacion: No vale In reciproca de b ).

o
Definicién: Una 5[""""Zla- se dice absolutamente convergente sl E {z) (€).
k=i

k=1

~
Notamos E o 0 L
=l
<
E' - 1 K -
jemplo: L—l‘] es absolntamente convergente.

k=1

El siguiente t
=1 BIE o teorema s la extensid 2| Tt : :
complejos: én de b) del Lema parn series de nimeros

Teorema. To sOT1e ahso e o L1 g Lk (-] VETEenLe
a. Todo serie abs
A £2T1 golutamente convergente &5 converg it

D} Sea =
Bea 3 = ay + 43 © ' = 1A | "
k i3, con ey, B ER Y E {2l (C) Qoo t < lau) € 1‘:“
k=1

para todo k o o =

! + por a) del Lema se deduce gue E laal () y de agud, por h) el
B L S B 1t
=1

£X

Lema, « x ; oy y .
, que ap (). De la mis >
y 3 BTSN D0eri, e !
Wiy, resnlba e h,. L] Loegror, por

b )
hew |

In Propasicion 2, se Nega o T Leh AR
; 2 Jall
k=]

Definici 4
! 16m: S una serie e
L Berie es convergente pero no es absolubament
F = o e ML Conver-

!-‘h
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o0
conte; se dice guees condicionalmente convergente. Notamos Z 21 (C.G)
& >
= (=0)F
Ejemplo: Z e k. es condicionalinente convergente.

k=1
5 Criterios de convergencia

Criterio de © ompamf,uﬁu

Sean z ki Z iy dos series tales que |z < [wy| Yk = K para algin K.

Si Z w, [A.C) entorices ZZL (A.C)

=
D) Es consecuencia de a) dr‘l Lema. O
b SRl 1
i e SR |
e para todo k =

- 5 i
Ejemplo: Dado que e T = o
l ]
entonees E z (A ).

Criterio de D Qembert-

Sea una serie Z =, con zi # 0 Wk = K para algin K.

K=l
)G I (0 <r< 1) l Bl QTWL}K:-ZZ,JLAC)
=l
Zpel =
i) S |22 21k 2 K= > w (D).
=k k=1
D)
1) Como |zps| = pUFL=R sl S 2> Ky ):r’* (0)parad <1 < 1, aplicando
=1
el criterio de comparacion sale la tesis. N
i) Siendo |zia| = |2 & partir de K, entonces 2 _a () y par lo tanto, la serie
diverge.[]
o) el siguiente criterio que

En muchos easos puede verificarse (y es mas préctic
e un gaso particular del anterior:
p<l=y |l (C)
k=1
og

=PY N 12 a(D)

k=1
p=1= no se sabe

Si 3 limy i

Anilisie I B - Torno manan -

Sories

Ejemplos: x ‘
e es 3k = =2 aplicando ol eriterio en U
ln serie e Sk = Bk 2
eIl de la serie Qin embargo, pi
odremos garantizat la

;Cuél es el valor

1) Si el térmuno gener al de
deduce la conver
o 4i k es impar, P

formea mAs g general.

version mas pargicular, 86

ol casb: Zk = of ik oes par y Ik =
comvergencig si 8y licamos el criterio en su

de cada una de las ser jes?
s ejernplos con

3 | 2t b 1 £ 1
= 5 ::l[-!‘\ EnLe que —\ = o brinda miormae
7) Los sig aent firmarn g hm || || 1 n

S:_lD]"S—H

ciém sobre el eomportamiento de 1o serie: se sabe que
k=1
: 1 rific 2 lim ‘-—-Jh'lﬁ =1L
pero tanto para 2, = como Para Zk = 73 ge verifica que TG |70
=
Sea una serie E ok
=1
ST (0<r< ) Yl st Vb= K ﬁz (AC)
==
) Si \/I_k 1 para infinitos k = E = L D)
o1
D)
%0
2) Como |z € ¥ ¥k = K y E R () para 0 < r < 1; aplicando el criterio
k=1
de comparacion sale la tesis,
ii) Resulta que |z, = 1 para infinitos k, entonces 2~ 0 y por o tanto, la

serie diverge. O
n e < ol ) *
Para este criterio también se cuenta con un caso particular:

g L=t Z-J LAY
813 hln \CFI =pny =
p>l= Z.‘_; (1)
k=1
= 1= no ke sabe
Bieraplo: zx = — = lim /T %
jemplo: 2, = T [}En\‘ Wzl = 0= ’}T (.

Los criterios prese !
B aa i miados hasta aqui nos permiten determinar la convergencia
ima serie de términos complejos pero desde ya gue también es 'n‘nh:'ﬂ—

oo |~
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tante contar con otros que nos ayuden o estudiar la convergencia (condicional)
de una serie.

En el caso particular de series de términos reales, tenemos:

Criterio de Leibniz (para sevies de téminos altery wdos).
Si una sucesion (ay),~, C R verifica:

i) a, = 0 para todon e N
) Qs < 0y para todo n £ N
ar) lima, =0

1=

=
entonces la serie E (—=1)¥ay converge.
k=1
D) Para no extender tanto este apunte y dado que es un criterio especifico de
series reales, no lo desarrollamos aqui (se puede encontrar en general en cualquier
texto recomendado en cursos de variable real). [

Los criterios que Veremos a continuacion permiten decidir si una serie compleja
es convergente, sin estudiar la convergencia absoluta. Los mismos se fundamentan
en el siguiente resultada:

Lema. Sean (24 )iy, (Wilisy € Cy Sk = 2 + ... + 2. Para todo n vale;

i T
E iy = S”u.‘“_l - Z SA-[U'»'.--.-[ — i)
=1

k=1
o0

Por consiguiente, E zwy converge si la sucesion (Sywg.y Jxz1 converge y la serie
k=1

o0
Z Sy (ks — i) converge.

th) Si hacemos Sy = 0, vale

T n n n
Z SR = Z(Sk — Sp_yJwy, = Z S — ZS;\.UWH + St
f=1 fo=1 k=1

k=1

y resulta todo lo enunciado.[J

Criterio de Dirichlet
Sea (21)ya C©C , (B)ypy CRY Sp =142+ %
1 RS 3 e _ o
Si (Sp) s Sucesion ncotada y (bel ., sucesion decreciente que cONVerge
2

entonces Ezkb,, ().

k=1

=1

Andlisis 111 B - Turng magags - Seres

D)

o : A a vy (beli=
Sl oy PR acotada )
Lo sucesion (Spbiinisy CONVETES o cero pues |2klkst

COnverge a £era.

= M| — by -
. — ) € M |be1 ket
Como existe M tal que Sk

< M. se tiene |Sklbe=
: acion
+ ., (G -y por COIMPATCs
Dehido a las lLipdtesis sobre by, Lo serie E 1bk= bl (€]

k=t

3 sene > Sulban — &) (©)
resuta E: | Sxlbrsr —bi)| (C) con lo cual, se fEne z =

=1 =
k=l

s de zkbk,El
Tor, e abti 4 CONVETZENCIA G E
Por lo tanto, por el Lema anterior, s& abtiene | £ s
Criterio de Abel
Sen (2i)4e; ©C , (Bi)ysy ER-
=

2

res E z.bi (O,
. : T e ; rergente entonces 2k
Si E 5 () (Bg)pa sucesion monotona y COMVETS =

k=1

D)

= : <
g s T rencia de 1o sucesion ae
La convergencia de E 23, bs equivalente o la converg

=1 ; 4 2 LSk ey
sumas parciales (Si),., - Luego, como (b, converge, se Hene que [ Sebe)
converge. 2
5 A = A Broced O QOO
En particular, la sucesion de sumas parciales es acolathay it thl‘:\;l ; k s
i 4 = o N T ap Aol o1 HE
en la demostarcion del criterio anterior, usando las hipatesis sobre (et

obtiene la convergencia de Z Silbray — by
k=t

x
; z : : i de E b O
Por lo tanto, por el Lema anterior, se obtiene 1 convergeneia de b
k=1

[~
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SO COM ONVerEer
nie compilejn convergente. Probay L

2 SON Encesiones acotadas
)

i § - Y - | "y T gy = "l - -
{ii} st Res, > 0 entonces > (R )" €8 convergente

" §. = s o
{if) & [Arg .| < & < n/2 entonces ¥z, converge
ces ) 2, converge phso utamenty
n={)
w‘r F - :
{
- b:_ -
b | P ! '
L {EN) 4 i T (2)
=Y r 11
Al LT 1.4 i
f, A ' W3
" ]
- | S &
= 5
A4 = 31 = AT
_ s - { | | €
- v ! 3 |
) ;
7 e =5 T

Sucesiones y Series de Funciones

13. Caleular lim f,(z) para z €  siendo:
n—os

1 )
{RJI f,,i_:;’ = ;E_ul‘i 2=C

3
(b} fulz) = Q:{z€f:f:,‘<l}. D:{:EC:l:I‘fl}
3| (¢) Lz =€ Q={z€C:Rez>r}(r>0)

7 En qué casos la convergencia es uniforme?

o0
. : 1
14. Probar qgie la serie — es absolutamente convergente en Rez > 1
E = ez > 1.
n=]
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Desarrollos en Series de Potencias.

' 16, Determinar ol dominio de convergencia en C de las series:
o 2{2 + l]l’l

s e DU
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